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PREAMBULE
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INTRODUCTION
Définition d'un signal analogique

Physiquement un signal est une entité qui représente d'une information (donc une
énergie) a transmettre .Un signal réel correspond a la mesure d’'une grandeur
physique (signal sismique, intensité de courant électrique etc.).

Il existe deux types de signaux :

Les signaux analogiques : Le signal est dit analogique sil  est une fonction
mathématique continue traduisant I’évolution d’une grandeur physique. L'évolution
de cette grandeur peut s’‘opérer en fonction du temps t ou en fonction de
l'espace X.

Les signaux logiques (appelés également signaux binaires) : Ce sont des signaux
discontinus dont I'amplitude de la grandeur porteuse de l'information ne peut
prendre que deux valeurs toutou rien (fig.1). Les signaux numeériques sont aussi
des signaux logiques mais qui représentent des valeurs numériques.

I (mA)
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Fig. 1 : Exemple de signal logique

Tout signal réel possede les caractéristiques suivantes :
- Il évolue de fagcon continue dans le temps
- Il possede une amplitude bornée
- Il est a support borné (existence de durée finie)
- Il est causal (nul pour tous les instants négatifs)

- Il est a énergie finie (signal physiquement réalisable)




Le support d’un signal

Le support d’un signal analogique réel est l'intervalle sur lequel est définie la variable
dont dépend le signal étudié. Cette variable est couramment associée a un temps t
lorsqu’il s’agit de signaux a une dimension et on écrit S(t) (fig. 2)

Amplitude bornée

Support borné

Fig.2 : Représentation d’un signal physique réel

Opérations sur les signaux analogiques

Les signaux peuvent étre assimilés a des fonctions, on peut leur faire subir des
opérations élémentaires telles que, la somme, le produit, le décalage temporel,
I'inversion temporelle (réflexion), le changement d’échelle etc.

1- Produit d’un signal par un scalaire

Considérons un signal S(t) , on a dans le cas de sa multiplication (amplitudes) par 2
et 0.5 : (fig.3)

L 2.5(t) - S(t) 4 0/5-5(t)
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Fig.3 multiplication d’un signal par un scalaire
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2- Produit de deux signaux

le produit de deux signaux correspond au produit , pour tout instant t des
valeurs (des amplitudes) prises par ces deux signaux pour ce méme instant t.

3-Addition des sighaux

L'’addition (des amplitudes) de deux signaux S,(t) et S, (t) est: (fig.4 a, b) :
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H(t+3)

H(t+3) + H(t-3)

Fig. :4a, b : Addition des signaux

4 -Soustraction de deux signaux

La soustraction de deux signaux S(t) et S, (t) est (fig.5a, b) :
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Fig. 5a, b : soustraction de deux signaux

Le signal résultant étant un signal rectangulaire d’amplitude 2, centré a l'origine et
de durée 6.

H(t): Etant la fonction de Heaviside (échelon unité)




Devoir

Exercice n°1 —Soient S;(t) et S,(t) deux signaux périodiques.

s, (t) = 2cos%+4sin% et S,(t) = sinmt

Calculer le période de chacun d’eux
Quelle est la condition pour que le signal Z(t) = S,(t) + S,(t) soit- il périodique
Déterminer la période de Z(t)

Exercicen®2 — Tracer le graphe du signal suivant :
S(t) = H(t-2)+ H2-1

Exercicen®3 — Soit un signal s(t) représenté par la figure ci-dessous :

— Donnez l'expression du signal s(t).

—Quelle est la valeur que prendra k pour que l'aire du signal soit égale a l'unité (1)

— Soit a# 0, tracerle graphe de S(a.t) pour |a|<1letpour |a|>1

— Faites une comparaison (commentaire) entre le graphe de S(t) et les graphes
de S(a.t)

Exercice n°4 —Représenter graphiquement les signaux suivants :

S(t) = 5TI (?) = 5[4 (t—6) Signal porte d’amplitude 5 et de durée 4
St) = r(t +2) Signal rampe

S(t) = H({t) — H(t—4) Signal Heaviside

Exercicen®5 —0n considere le signal triangulaire S(t)

1+t pour -1
S(t) =9 1-t pour 0

0 ailleurs

-Représenter le graphe de S(t) .




Devoir

— Représenter graphiguement les transformations suivantes des signaux suivants :
S(2t)

S(—t)

S(2t —3)

S(4t + 3)

S(4 - 2t)

S(—4t +2)

S(2t) + S(2t - 3)

—On considere le signal de la figure ci-dessous .Donner son expression
mathématique.




Intégration par partie

L'intégration par partie est une méthode qui permet de transformer l'intégrale d'un
produit de fonctions en d'autres intégrales. Elle permet de simplifier les calculs.
Soient deux signaux S;(t) et S,(t) continues et dérivables ,a et bh deux réels de
leur intervalle de définition , on a:

b b
[ siois@rac= 5,0 5008 [ OO
Soit :

ju dv = uv—jvdu

u =5:0 , du = [S;(D)]
v =S,(t) , dv = [S,(®)]'

Exercice n° 1
w
Calculer lintégrale suivante :  [3t costdt

Ona s;=t , [S$:@O]=[t]'=1

[ S,(t)] = cos(t), soit S,(t) = sint

T T T

f *teos(®) dt = [ S1(8). S, (O] - f ’[ 5,01 S, (®)dt = [t.5in(O)]} — f *sin(t) dt

0 0

= [t.sm(t)]g + [COS(t)]E =
. (T

Pour rappel sm(;) =

Exercicen® 2

Calculer l'integrale suivante : ft. et.dt

L'intégration par partie donne:

Ona:u=t , du = dt et dv = e'.dt avec v=¢et
ft.et.dt = tet —fet.dt =tet— et+c=e(t -1+ c
Exercice n°3

Soit §,(t) =t* et S,(t) = cos(nt),

Calculer l'intégrale suivante : - S,(t) S,(t)dt
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[ 5, =[3] = 2t ,[ S;(®] = [cos(n )]’ = ~sin(n t)

_n
21

y 1
—J S,(t) . S,(dt = —j t? . cos(nt)dt =
L) TJy

T n n

T cos(nt) 2| 2m
+ | ——dti=—1- 4+
0 n T n

1 {ltz sin(n t)r” _ jZHZt | sin(nt)
0 0

21

Exercice n°4
Soit $,(t)=t* et S,(t)= sin(nt)

I ’ 2 -
Calculer lI'intégrale ifontz.sm(nt)dt

[ 5,01 = [£2]' = 2t ,[ $,(®] = [sin(n )] = ——cos(nt)

[ n

1 (2m@ _ 1 c2m 5 . _1 2 cos(nt) Zr 2w cos(nt) -
—Jy $1(® S:(0dt = — [ t* . sin(nt)dt ——{[—t T]o + [, 2t. dt} =

(4

T on

2 +l2tsin(nt)r"_ 2fz”sin(nt)dt}= —4n chos(nt)) T anm
0 0 n

n2 n? n3 0

Reégle de I'Hopital

Considérons deux signaux S$;(t) et S,(t) continues et dérivables en un point £, et
tels que :

%i_)lg&(t) = li_)rgsz(t) =0
lim 31O _ [s:(®)]
ttg Sy () oo [S,(8)]
Exemple :

- [sin(®)]" lim [cos(0)]" X
t-0 [t]7 = >0 1 B

Somme des Puissances (ou énergies) de deux signaux

La puissance ou |I’énergie de la somme de deux signaux S;(t) et S,(t) n’est pas la
somme des puissances ou des énergies :




Dans les deux cas on :

| S1(t) +S,(t) 172=18S,(t) 1241 S1() 12+ 51().S; (t) + S;(8).S,(t) # | S, (1) 1> + | S,(t) |2

Inégalité de Schwartz

Deux signauxS1(t) et S,(¢) vérifient I'inégalité dite de Schwartz.

< 8$;(8) . S,(t) >12 < <8,(t) .5.(t) >< S,(£)S,(¢t) >

Soit sous la forme intégrale : |fttfsl(t).s; (®dt 1?2 < ftt

21 8,(0) 12 dt .fttf | S,(0) 1% dt

1
Avec la condition que S$;(t) = k.S,(t) Ou encore

1<$1(®) .S > < SO .« 1S 1l
Parité et imparité des sighaux

Signal paire

On dit qu’un signal S(t) est paire (invariance par retournement) si et uniquement si
son graphe est symétrique par rapport a l’axe des ordonnées. Il est paire si :

St) = S(—-t) ,Vvt.fig. 6(a).

Par exemple le signal S(t) = Acos(wt) est un signal pair

Signal impaire
Le signal S(t) est dit impaire (symétrie par retournement) si et seulement si son
graphe est symétrique par rapport a l‘origine 0.Il est impair si S(t) = —S(-t), V't € R,

fig.6 (b)
Par exemple le signal S(t) = Asin (wt)est un signal impair.

Fig.6: signal pair (a), signal impair (b)
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Tout signal réel est une somme d'un signal pair 5,(t) et d'un signal

impair Sim,(t) fig.7

S@ = SO + Simp(D)
S,() = V2[S(t) + S(—1V)]
Smp(H) = V2[S(t) — S(-1)]

S(t) = Splt) + Simplt)

A

.-
= 10

=
10 1

2p(f) = %2[5() + S(=10) ]

£

-5

Fig.7 : Exemple de signal pair et impair




Quelques propriétés
On se rappelle des propriétés suivantes :

— Le produit de deux signaux qui possedent la méme parité est un signal pair

— Le produit de deux signaux qui possedent des parités différentes est un signal
impaire

— Le produit de deux signaux impairs est un signal pair

— L'inverse d’un signal pair est un signal pair

— L'inverse d’un signal impair est un signal impair

— La somme de deux signaux pairs est un signal pair

— La somme de deux signaux impairs est un signal impair

— Un signal peut n’étre ni paire ni impaire

—Si un signal S(¢) estimpair,ona: [’ S dt=0 ,

—Si un signal est pair, on a : 5,5@® de=2 [[S(0) dt

- f_oooo S?(t) dt= fjooo §% pair(t) dt + f—oooo % impair (1) dt
Exercice n°1

soit H(t) la fonction de Heaviside .Représenter cette fonction parla somme
d’une fonction paire et impaire.
Réponse, on a:

H(t) = Hp(8) + Hipyp(8)

1
H, = S[H@®) + H(-1) |
Hump (8) =3 [ H® = H(-1) ], SOit.

Hy (0 + Hiny (8 =2 [H(O) + H(-0)] + 5 [H(®) ~ H(~1) ] = H(D)

b1 by
EHI:I.'?I EHI:IJ

Y

F
1 - 1 "
EHI:—f__I —EHI:—f__I




Exercice n°2

Soient deux signaux S;,(t) et S;,(t) pairs, montrer que leur produit est un signal
pair. Soit :

y() = Slp(t) . SZp(t) , On a: y(-t= Slp(_t) . SZp(_t)
Comme S1,(—t) =S1,(t) et Sy, (—t) = Szp(8)
D'ou  y(t) = 54,(t). S;,(t) est un signal pair

Exercice n°3

Considérons deux signaux Sym,(t) et Sim,,(t) impairs, montrer que leur produit
est un signal pair. Soit :

Y(@&) = S1imp () . S2imp(t), ON a:

Y(=1) = S1imp(—1) . Szimp(—1)

Comme Siimp(—t) = =S1imp(t) €L Soimp(—t) = —S2imp ()

ona: YO = [=S1mp®][=Szimp(®] = S1imp(®) - S2imp(®) = ¥(®)

Donc y(-t) = y(t): signal pair

Exercice n°4

Montrer que le produit d’un signal pair par un signal impair donne un signal impair.
On a:

y@) = Simp(t) . Sp(t)

y(=t) = Simp(_t)- Sp(_t) = Sp(t) '[_Simp(t)] , Soit y(=t) = _Simp(t)- Sp(t:

Donc : y(—t) = —y(t)

Exercice n°5

Soit donné un signal S® défini par:
S(t) =cost+sint+sintcost

Trouver sa partie paire et sa partie impaire.




Spaire(t) = %[S(t) + S(-t)] = %[cos t+sint+sintcost+ cos(—t) + sin(—t) +

sin(—t) cos(—)t] = %[cost + sint + sintcost + cost —sint —sintcost] = cost

Simp(®) =5 [ S() ~S(-0)]

1
=5 [ cost + sint + sint cost-cos(—t) — sin(—t) — sin(—t) cos(—t)]
1
=§[c0st+ sint + sintcost-cost +sint + sintcost] =sint + sintcost
Exercice n°6
Soit le signal S(t) =e %' cost, déterminer sa partie paire et sa partie impaire.
Ona: S® =S5, + Simp®)

Détermination de la partie paire
1
Sy = E[S(t) + S(—t)]
S(—t) = e 2D cos(—t) = et?t cost = S(t)

Car cos(—t) =cost :fonction paire

1 [S(&) + S(—t)] = =[e " * cos(—t) +et? cos(—t) |=

Sp:i

+2t+e—2t] _

=cost.ch(t)

%cos t[e*t? + e 2] = costl

[e+2t+e—2t ]

> étant le cosinus hyperbolique

Détermination de la partie impaire
1
Simp(® =5 [ S — S(-0) ]

Simp @ == [SE) — S(—t)] = s [ e *cost— e 2 Dcos(—t)] =

[e+2t — g2t
e cost— e**cost] = —cost = —cost.sh(t)

-2
. gtant le sinus hyperbolique




Exercice n°7

Décomposer le signal suivant en ses composantes paire et impaire

La partie paire

La partie impaire

Figure : principe de décomposition d’un signal en ses composantes paire et impaire

Les principales étapes pour décomposer le signal (&) en ses composantes paire et
impaire sont :

1) Calculer S(=t)

2) Calculer les composantes paire et impaire, il faut pour cela soit additionner soit
soustraire les deux graphes précédents.

3) réduire de moitié I'amplitude (8 dans notre cas)

Devoir
Montrer que :

f S2(t) dt = f S (@) dt + f S mapaie (£) dit

— 00




Décalage temporel

Les signaux sont assimilés a des fonctions, il est possible de leur faire subir
différentes opérations mathématiques.

Il est souvent en analyse du traitement des signaux de devoir décaler
temporellement un signal S(t) (shifting); on obtient ainsi un nouveau signal S(t + a).Ce

décalage a peut étre négatif (décalage retardé) ou positif (décalage avancé)
fig. 8

— Pour toute valeur de a> 0, on dit que:

— Le signal est avancé si on a S(t+a) c'est-a-dire faire une translation horizontale
du signal S(t) de la valeur de a vers la gauche.

—Le signal est retardé siona S(t—a) c'est a dire lorsqu’on fait une translation
horizontale du signal S(t) de la valeur a vers la droite.

L
S(t - a)
Signal avancé ) | _. signal retardé

F

Fig. 8.Exemple d’un signal porte retardé et avancé

Exercice n°1

Soit un signal S(t) = H({t+1)- H(t—2)
H(t) : La fonction Heaviside (échelon unité) d’amplitude 1

1-Tracer le graphe de S(t)

2)-Tracer le graphe de S(t) + S(2—-1t)

3)-Représentation du graphe S(t)

4)-Représentation du graphe du signal y(t) =S + S2-1t)




H{t +1)

- H(t-2)

o ]

8(t) = H[t+1] - H[t-2]=|_| I[ ]'= [ 1 si -1=t<2
l 0 sinon




S[—(t-2)]=S(2—1t)

et s(2-t)

y(t) =s(t) + s(2t) = ‘ gg

‘"(t)




Exercice n°2

Représenter sur le méme graphe les signaux suivants :

28(t—1) , 5(t—3) et 38(t + 3)

35(t+ 3)
Y

A6(t—1)

TIE-E'—E_I
-
3 t

Exercice n°3

Représenter le graphe du signal Heaviside - 2H(t+3)

]
e e B




Devoir

exercice n°1:
Soit un signal porte d’expression :

M(t) = { 1 -1/2<t<1/2
0 sinon

Représenter le graphe de ce signal

exercice n° 2 :
Représenter le graphe de la fonction : 2[y(t—a ) = 2 recty(t — a)
Pour les cas suivants :

= 2

=1




Produit scalaire des sighaux

Soient $,(t) etS,(t) deux signaux complexes, on définit leur produit scalaire par :
<8 .S, > = [ 5:(®) .S, (t) dt
Il ressort que :

1 — Le produit scalaire d’un signal (cas s’un signal a énergie finie) non périodique
par lui-méme est égal a son énergie Egq,

<s).s® > = [7 5@ s@°@® dt = [Ts@] dt = Egq

2 — Le produit scalaire d’un signal périodique de période T, par lui-méme est égal a
sa puissance Pg,

1 T 2
T_of—To(/)jzlsTO (| dt= Py

< STO(t) STo(t) > =
3 — Le produit scalaire de deux signaux périodiques de période T, et T, est:

L M2 s () . S, (®) dt %0

<ST1(t) STz(t) > = T, -T4/2

Pour T, = 2-(n = 1,23...)

Ty

1 =3 * T
< STl(t) 'STZ (t) > = _Tl _27'_1$T1(t) . STZ (t) dt = 0 pOUF Tl * 72
2

Remarque :

- Le produit scalaire d’un signal par lui-méme est égal a son énergie, équivalent
du carré de la norme.

Deux signaux périodiques qui possedent des périodes multiples ont un produit
scalaire .le calcul de leur produit scalaire sera estimé sur la période la plus
longue et rapporté a celle-ci.

Lorsque les périodes ne sont pas multiples I'une de l'autre, ils sont orthogonaux.

Produit scalaire de signaux réels
Nous avons mentionné plus haut que les signaux réels sont a énergie finie et

amplitudes bornées , autrement dit causaux, soit S(t) =0 pour t< 0, leur produit
scalaire est défini par :

< §1(0).5,(t) > = fttf S.(¢) .S, (t)dt




Le produit scalaire posséde la propriété de symétrie hermitienne.

2 * t2 2
<$,®.5,@1)> = ftl $.(t).5; (Hdt = ftlls(t)l dt = Eg
(Valable pour les signaux a énergie finie)

- Produit scalaire des sighaux complexes

Les signaux complexes, d’énergie finie, forment un espace vectoriel de Hilbert sur
C que l'on peut munir d’'un produit scalaire. Le produit scalaire de deux signaux S;(t)
et S,(t) a énergie finie sur unintervalle de temps [t;,t,] est:

<8510 - $2(0) > = [ 51(0).8; (Odt = [[2[S1,() + jS1im (D[ S20 (D) —3S2im (D]t
- Produit scalaire d’'un signal avec une distribution de Dirac
<S®.8@) >=[__S@®)8@®)dt = S(0)
- Produit scalaire des signaux non périodiques

Soient deux signaux §,(t) et s,(t) , leur produit scalaire est :

T
<$:(®).5,® > = lim I RENOAGLE
2

- Produit scalaire des signaux périodiques

Le produit scalaire entre deux signaux périodiques de méme période T, a pour
expression :

< $,(0).5,(t) > = T—lo [3,5:1(®) . 85 (tdt

Le produit scalaire d'un signal périodique de période T, par lui-méme donne sa
puissance.

T

0
<S®.5®) > = —[%,IS(®)[*dt = Pg
0" -5

Les signaux périodiques dont les périodes ne sont pas multiples I'une de I'autre sont
orthogonaux.




Remarque : Dans le cas complexe on a :
< §.1(t) S(t) > # < 8(t) S.() >

<Si(t). S,(t) > = <85;(). S,(t) >*

Exercice n°1

1-Produit scalaire d’'un signal porte d’amplitude 1 et de durée T par un échelon unité
soit < Tly(¢).H(t) >

2-Produit scalaire d’'un signal quelconque par un Dirac décalé det , soit :
<S(t).8(t—1) >

Exercice n°2

Calcul du produit scalaire de deux signaux périodiques et de méme période T,
Déterminer le produit scalaire < cos2mfyt . cos2mfot>, on a:
1

Sachant que : 2mf, =wo |, fo =g




Ty

2
1
< cos2mfyt .cos2mfyt > = < coS wyt . €OS Wyt > = T fSl(t).SZ(t)dt
0
To

2
Ty Ty

2 2

1 5 1 1+ cos 2wyt

= T_o cos“wyot dt = T_o —
To T

2

_[ 1 - 1
12T, 2wy2T,

1
cos 2wyt dt | = t+ sin 2wyt sin 2wt

2T, = 2wo2T,

car sin2mwr =0

5
.
{
1

|
|

Figure représentant le Produit scalaire produit scalaire (cos2mfyt . cos2nf,t)

Exercice n°3

Cas d’un produit scalaire de deux signaux périodiques et de méme période T,

Déterminer le produit scalaire < sin2mfy,t . cos2mf,t>, on a:

25




Le produit scalaire de deux fonctions périodiques est :

To

< $,(0.8,(0) > = Tio %, 51(D). S5 (Hdt
2

<sin2nfot .cos2mfyt >= < sinwyt . cos wyt >

En utilisant l'identité trigonométrique
sina .cosb = %[sin (a—b)+sin(a+b)] ,comme a = b

On obtient :sina .cosbh = %sin 2a

1
< sin wgt .cos wyt >= 27" jsin41tf0t dt =
0

1
2T, |

|

sin 2wyt dt

To
o [

sinwgt. cos wet .
o o < sinwgyt, coswyt == 0

Figure représentant le produit scalaire< sin2mf,t . cos2mfyt >,




Exercice n°4

Représenter graphiquement et calculer le produit de scalaire suivant :

< Myp(t). H() >

< Myr(8) HE) >= [ Mpr(O.HOAE = [} Nyr(B)dt = [y dt = [(]] =T

Largeur 2T

Exercice n°5

Calculer le produit scalaire de < el“t.e i®t>, on a:

To To )
< e/t e—jwot - — T_lof_zT_OSl(t)' S, (Hdt = Tiof_ZT_O ejot e—jwot dt —
2 2




To Ty Ty Ty

1 =2 . 1 2 . 1 = 1,42

= 0f_ZT_O[cos2 ot + sin® wt |dt = T—of_zr_o[cos2 wt + sin? wt ]dt = e G dt = E[t] e =1
2 2 2

2

Pour w #wy,0Nn a:

To

2
1
T j[(cos ot + jsinwt) (coswyt — jsinwyt]dt =0
0
To

SIGNAUX ORTHOGONAUX

On dit que deux signaux Si1(t) et S;(t) sont orthogonaux dans [lintervalle
[t,,t, ] lorsque leur produit scalaire est nul, soit :

< S1(E) - S,(£) >= ft‘f S.(0). S;(Odt =0
et <S,().S.(6)> = f:f S,(0). S;(O)dt =0

S1(t) et S5(t) sont les conjugués des signaux complexes de S(t) et S,(t)

Lorsque S$,(t) et S,(t) sont des signaux réels, ainsi la condition d’orthogonalité
est : ft";z S1(0).S,(H)dt = 0

SIGNAUX ORTHONORMAUX

On dit que deux signaux S;(t) €t S2(¢) sont orthonormaux dans lintervalle [ty,t;]Si
leur produit scalaire est égal a 1, soit :

<S,(0). S > = f:lz Si(D). S;M)dt=1 et <S,().S.(0)> = fttfsz(t). S;(dt =1
Exercice n°1
Soient deux signaux $,(t) et S,(t), montrez qu’ils sont orthogonaux.

§1(t)
.




<510 .S > = [) $1(1).Sy(t)dt = fog S1(0). S (D)dt + fETT S1(0). Sp()dt =

T
2

T

T T
[Zrdt+ [r1.(-Ddt = [21dt-rl.dt=-—T+5 =0
2 2

Conclusion : les signaux S;(t) et S,(t) sont orthogonaux
Exercice n°2

Soient deux signaux S;(t)et S;(t), montrez qu’ils sont orthogonaux.

<810 . S3(t) >= [| $1(8) . S3(t)dt = [251(t). S3(t)dt + f;Tsl(t).Sg(t)dt =

T T
2 2

Ce sont des signaux orthogonaux.
Exercice n°3

Soient deux signaux S;(t) et S,(t), montrez qu’ils sont orthogonaux.

<S3(t) .S,(t) >= fOTS3(t).S4(t)dt = fog(—l)(—l). dt + f§(+1)(—1)dt + f;TT(+1)(+1) dt +
[ar(=1)(+1) dt = fogl. dt — éldt + f?ldt — [sr1dt =0

2 4

Conclusion : les signaux S;(t) et S,(t) sont orthogonaux




Exercice n°4

Soient deux signaux S,(t)et S;(t), montrez qu’ils sont orthogonaux

<$,(8) 53(8) >= [T S,(.5:(0)dt = [25,(0).5:(0)lt + T 5,(6).52(6)lt =

T T
[F-D.1dt+ ff1(-1dt =— [Z1dt— ff l.dt=——— T+ = -T
2 2

Ces deux signaux ne sont pas orthogonaux etils sont en opposition de phase.




Devoir

Dites apres calcul si les signaux (figures de dessus) sont-ils orthogonaux ou non
deux a deux?

Remarque : Les signaux $,(t), S,(t) et Ss(t)sont appelés signaux de Rademacher
et les signaux $,(t), S,(t) et S¢(t) sont appelés signaux de Walsh

<§.(t) .85,(t) >
< §,(t) .85,(t) >
<S§.() .S4(t) >
<S§,() .5;(t) >
< 8S,(t) .S5(t) >
< 8u(t) .Sq(t) >
< S,(t) .S5(t) >
< S,(t) .S4(t) >




Norme d’un signal

La norme euclidienne est la racine carrée de la somme des carrés des signaux. Elle
est définie a partir du produit scalaire. La norme euclidienne d’un signal St est par
définition || S(t) ||-

1- Norme des Signaux a énergie finie
Le carré dela norme||S(t)||%? représente |I'énergie du signal

IS(D]| %2 =< s(t).s(t) >= < s(t).s(t) >

La norme d’un signal S(t) a temps continu et a énergie finie est :

ISl = J<s@-5@® > = j f IS@®I? dt

2- Norme des signaux non périodiques

La norme d’un signal S(t) sur un intervalle T non périodique a temps continu est :

2

1
— 5 _ 2
Is@Il = [tim [ is e
2
3- Norme des Signaux périodiques

La norme d’un signal S(t) périodique de période T, a temps continu et a puissance
moyenne finie est:

1 (To
ISl =JT—JO IS(t)|2 dt

Distance entre deux signaux

Relation entre produit scalaire et distance euclidienne entre deux signaux

Considerons deux signaux S(t) et y(t)a temps continu, le lien entre leur produit scalaire
et la distance euclidienne dans I'espace L%(t,,t,) est:

15 - yoPra = | IS —y©lIS® — y©'de =

5]

ty

&2[S(8), y()] = f

tq




<[S@®) —y@®] .[S@) —y@®]> =< S().5() > —-<y(@®).5(t) >—-<S).y@®) > +<y().y®)
> IS@O12 + lly@©]]> = (< S®.y@®) > + <S©).y() >)
= [IS@I1% + lly@®|* = 2R(< S@®). y(®) >) , * conjugué

Lorsque les deux signaux sont orthogonaux c’est a dire < S(t).y(t) >=0 et l’'on
aura :

d*[s(t),y(®)] = IS@®I* + lly@®|?
1- Distance entre deux signaux a énergie finie

La distance euclidienne entre deux signaux a énergie finie est définie par :

als©,y©] = lIs® - yoll = 12150 - y@oat

Cette distance associée mesure la dissemblance entre les deux signaux S(t) et y(t)
2 — Distance entre deux signaux périodiques

La distance euclidienne entre deux signaux périodiques de méme période
T, est définie par :

Ty
3 — Distance entre deux signaux non périodiques

1 (To
dis®,y®O] = |— f IS(8) — y(0)|2de
0

La distance euclidienne entre les deux signaux non périodiques est :

als@,y® = |tim = [ 15 - yoPear

Exercices corrigés

Considérons les 4 signaux suivants.




Exercice n°1

Calcul de la distance entre les signaux S$;(t) et S,(t) ci-dessous :

-

S:(t)

T
d[s, (), $,(®)] = j f 1S1(8) — S,(8) 12t
0




T T
=jf2 1S,(t) — S, (t) '2dt+\/fr 1S,(t) — S, (¢t) 12dt
g z

\/fo 151(5) = 5,(8) 17dt = 0, et \[ff 153(8) — $5(8) |2dt=\/f{ 22dt=\[sz4dt= VIT

Exercice n° 2
Calculons la distance entre les signaux S;(t) et S;(t)

3

5,0t}

T
d[S, (), S5 (®)] = j f 1S1(8) — S3(8) 12 dt
0

T T
=jf2 1S1(8) — S5(b) Izdt+\/j; 1S,(8) — S, (¢) 1 2dt
g z

\/fog 1S, (t) — S3(¢) 12dt = \/fog 22dt =\/f0§ 4.dt == 2T

\/sz 1S,(t) —S,(t) 12dt= 0

d[S:(t),S3(O)] = V2T




Devoir

Calculer la distance entre les signaux suivants :
d[S3(t), S4(t)]
d[S2(t), S3(t)]
d[S2(t), S4(t)]
d[S1(t), S4(B)]




Rappel sur les fonctions complexes

Il est important de rappeler que l'on utilise le plus fréguemment les nombres
complexes. En traitement du signal, la description mathématique la plus générale d'un
signal déterministe sera:

S() = a(t) +jb(t) , a(t) et b(t) sontdes réels

On sait que :

5.5 (1) = [a(®) + jb(O)][a(®)-jb(t)] = a*(t) — j* . b*(t) = a®(t) + b*(t)

La notion de | | correspond au module, car les signaux sont souvent complexes
Remarque importante :

|S(t)| 2 Signifie §,(t).S;(t)

S$'(t) = a(t)-jb(t) , le conjugué de S(t)

Limite d'une fonction complexe

Considérons deux signaux réels S,(t) et S,(t) tels que :
Y(t) = S.(t) + jS,(¢t), on a:

limY(t)=a +jb

t—)to

limS,;(t)= a , et limS,(t)= b
t-tg t-tg

Dérivation d'une fonction complexe

L'opération de dérivation est :

Y(©)-Y(ty) . S1(&)—5.(t) . S,(t) — S,(t)
m—— = lim + jlim
t-to t— to t-ty t— t() t—-tg t— tO

SOit 3 Y,(to) == Sll(to) +j Szl(to)
Formules usuelles de calcul des dérivées

Si on suppose que S,(t) et S,(t) sont des signaux (ou fonctions holomorphes),
on a:

[$:(®) + S, (] = [$:(D] + [S:(®)]
[AS:(®D] = 2[s;(®D]

[$1(®) . S:(O]" = [$1(D]". S2(0) + 51 (&) .[S(®)]
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lsl(t)’ 5101 . S - $:(® .[S:®]
S, (] [S2(D)]?

[L] __ [s@®r
s®l [S(D)]?

{s@"y = ms@]"*.[s@®r

Exemple de calcul

Soit un signal complexe S(t) =e?* , avec Z = a + jb
[S@®)] = [e?] =[e@+Dt] = [e?t .elPt] = [e?t .(cosbt + j sinbt)] =
a.e*' (cosbt + j sinbt) + b.e** (jcosbt — sinbt) =

(a +jb)[e*t .(cosbt +jsinbt)]= Z . e**

Intégration d’'une fonction complexe

Dans le cas d’une intégration de fonctions complexes, on a :
Y(t) =S.(t) + jS,(¢)

jY(t) dt = fsl(t)dt + ijz(t)dt

Inversion temporelle

L'inversion temporelle du signal $(t) correspond a la version symétrisée du signal par
rapport a I'axe des ordonnées c’est a dire réaliser une image miroir du signal autour
de l'origine, soit S(t) = S(-t), fig.9

Exemple d‘inversion temporelle




Le tableau 1 Résume les différentes opérations d‘inversion sur les signaux ayant
pour exemple la fonction Heaviside.

La fonction de Heaviside H(t) (échelon unité) est définie par :

_ [ 1 si t=0
H(D) ‘1 0 si t<0
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Tableau 1 : Résumé sur les différentes opérations de base sur les signaux.




CAUSALITE DES SIGNAUX ANALOGIQUES

La propriété de la causalité est tres utile, car elle permet de modéliser le fait qu’un
signal possede un début pris par convention comme étant l'instant 0.
La causalité des signaux conduit la décomposition d’un signal en deux éléments

Signal causal

Un signal analogique causal S(t) est un signal qui débute a une date t = 0. Plus

précisément S(t) est dit signal causal si S(t) = 0 pour t< 0. La notion de causalité
viendra notamment de l'origine des temps pris pour référence. fig.10.

La causalité d’'un signal revient a multiplier le signal par la fonction échelon H(t)
soit :

J’s(tj t> 0

| o

S( t} HY{ t} = Sc‘m:snf ( t} =

Signal anti-causal

L’'anti - causalité d’un signal revient a multiplier le signal par la fonction échelon
unité H(-1t), soit :

(1)

0

5( t}- H{_t} = 5.4:1!'[' causal [:tJ =




S() acausal

echelon unite

>{t) causal

S anti — causal

!
O

fig. 10 : causalité des signaux analogiques

Changement d’échelle temporelle

Considérons le cas d'un signal S(t) dont on désire changer d’échelle des temps

c'est-a-dire S(a.t) avec a> 0 (aest appelé facteur d’échelle) fig.11.Deux cas se
présentent :

ler cas: 0< a<1 :cC'estle cas dilaté de s(t) : exemple $(2/t)
2eme cas: a>1, c'estlaversion comprimée de s(t) : exemple $(2t)




Y 5(2t) 5(t/2)

Dilatation

Compression

»t
0 8 16

FIG.11 : illustration de l'effet d'un changement d’échelle d‘un signal dans le domaine temporel

Exercice
Soit la fonction porte définie par :

1 pour -T <t < T
0 sinon

Faire les schémas de changement de facteur d’échelle pour et a=1/2

COMPRESION Dilatation

F .

KNG = K.NE K.NE) = KN

<

-T2 0 T2

DEVOIR

Soit donné un signal S(t) triangulaire suivant :

1+t pour -1
S5(t) = 1-t pour 0
0 sinon




Représenter le signal triangulaire et les différentes transformations suivantes :

S(2t),

s(2t +2),
S(-2t-2),
s[2(t-2)],

S(3t),

S[2(t+2)] ,
S(2t) + S(2t +2)

Formules trigonométriques

Voici une synthése des formules les plus fréquemment rencontrées qui conduisent
de se ramener a des expressions plus simples et plus pratiques dans les problémes
rencontrés en traitement du signal.

e = cosp +i.sing
e = cosp—i.sinf
el 1B

eBie=ih

2 14

sinff =

cosp = avec i?= -1

. y;
1+ef = 2cos (ﬁ)e

1—ef = — 2isin ( )e
. . B+a
e + el® =2cos ( ﬂ) LS
, , B+a
el® - eilf=2isin (Tﬁ)el( 2 )
sin2a = 2cosasina= Ztg‘zl
1+tg%a
1 —tgza

cos2a= cos’a—sin’a = 2cos’a -1 =1 —2sin?a= 2
1+tg“ a

1
cos?p = E( 1+ cos2p)

sin? g = %( 1— cos2p)

2cosa. cosB = cos(a— B) +cos(a + B)
2cosa. sinf = sin(a + B) —sin(a — B)
2sina. sinf3 =cos(a — B) —cos(a + B)
2sina .cosf = sin(a—pB) + sin(a+ B)
5 (a-ZFB) (a—ﬁ)

1) (a—B)
2 2

sina + sinf8 =

cosa+cosf = —2 cos——
cos(e+B) = cosa cos B —sinP sina
cos(a —B) = cosa cos B +sinf sina

sin(e — B) = sina cosP —sinf cosa




sin(a + B) = sinf cos a +sina cos B

cosa —cosp = —2 sin—= ('”ﬁ ) s (“;ﬁ )

sina + sinf 2 sin (a;ﬁ ) cos (“;ﬁ )

2 sin (a;ﬁ ) cos (a:ﬁ )

sina — sinf3

cosa+cosfp = 2 cos (a;m cos (a;ﬁ)

‘[,Atlt =At+c

tZ
tdt = —
j 2+c

[tmdt = —+ c (m=-1)
1
j?dt = log|t| + ¢
1
je‘“tdt = ——e %+
a
fsinﬁdt = —cosf +c¢

fcosﬁdt =sinf +c¢
[——dt = tgt+c =[A+tg?t)dtt# + km , keZ

cos? t
—cotant + c

t sin2p

2 __
fcos pdt 2+ 2 +c

dt = arcsint + c

1
V1 —t?

1
fl_l_tzdt =arctgt +c

1 1
—dt = ——+ct+ 0
t t

f—dt—\/—+ct¢ 0
a’?—b>= (a—>b)(a+ b)
u+v)'= W + @)’




w.v) =vw) +u@)’
" v —u()’

v/, v?
(Auw) =A(w)
™) =mt™ 1 , Pour(m > 2)
(ea.m)' = a.e®™
(eiﬂ)” — einB
(cosp +jsin )™ = cosnf + jsinnp

Signaux périodiques

Un signal est dit périodique s'il se répéte identique a lui-méme par intervalle de
temps régulier. Les phénomenes périodiques sont nombreux (ex : rythme
cardiaque, rythme respiratoire, activité cérébrale, levers et couchers du soleil, les
saisons etc.)

Tout signal est dit périodique de période T si I'on a S(t) = S(t+ T) pour toute valeur
de T. Il est également périodique de période nT , avec n entier.La période est définie
comme la plus petite valeur de T qui satisfait a S(t) = S(t + T), autrement lorsque n =
1

Les caractéristiques d’un signal périodique sont :

Sa période : La période T d’un signal périodique est la durée qui sépare deux
évenements identiques successifs.

Sa fréquence : La fréquence d’un signal périodique correspond au nombre de

s - oy 1 Y, N . .
periodes par unité de temps f = =, lI'unite en systeme international est le

T
Hertz(Hz), 1Hz = 157!
Tout signal périodique de période T présente une fréquence fondamentale a la
fréequence f=1/T.

Son amplitude maximale : L'amplitude maximale 4,,,, d'un signal périodique
est la plus grande valeur prise par ce signal

Son amplitude minimale : L'amplitude minimale A4,,;, d’un signal périodique est
la plus petite valeur d’amplitude prise par ce signal.




A omin

maotil
Fig.12 : exemple d’un signal périodique

Exercice n° 1

On considere deux signaux S;(t) = cos2mt et S,(t) = |cos2mt|

Tracez ces deux signaux sur un graphiquet € [0.2]. Quelle est la période de S,(t)
et S,(t).

Calcul de la période et de la fréquence .On a :
cos2nt = coswt , w =2nf = ZnTile , T, =1
1

En effet, ona $;(t+1) = 2nt+2n) = cos2n(t+ 1) = S,(t)
Le graphe montre que la période T, du signal S,(t) est égale a V2T; avec
T

2 =1/
Ty

Car, c’est une sinusoide transposée d'une demi —période et en opposition de
phase.




Exercice n° 2

Soit S(t) = cos (2?" t) .sin(% t)

Trouver les périodes T, et T, etla période T du signal global s(t)
S) =5,(0).5:(0)

Le signal §,(t) posséde une période :

Tq 5

Le signal S,(t) possede une période :
2
Le signal global s(t) posséde une période :
Comme le plus petit commun multiple(PPCM) est 30 des périodes T; = 5 et T,=6

Il s’en suit que le signal global s(t) est un signal périodique et de période T =30

Exercice n° 4
Soit s(t) = S1(t)+S,(t)
Avec S,(t) = coswqt = cos(

3_1'[

3

La période de S,(t) est:
_ 3m _ 23
—yv3 7 "1 T 3

t) et S,(t) = sinw,t = sin(3nt + g)

La période de S,(t) est:

2 2

243

—=%=\/§ ;7 T1=T2\/§
3

, tel que m etn appartiennent a€N ou Z, .Dans notre cas, on a

T, = T»V3=T.En conclusion le signal s(t) est un signal qui n’est pas périodique

car T1EN et Ty € Z

Signaux sinusoidaux et exponentielles complexes

Soit un signal complexe : Y(t) = A.cos(wgt+ ¢@) + j.A.sin2ufot+ @)
Acos(wot+ @)= Acos2urfot+ ¢@)

Asin (wot+ @) =Asin(2rfot+ @)

Acos2rfot+ @) == [e?mfotef? + e 2mifotemi¥] =% R[e?mifotel¥]

A

ok Sm[eznjfotej‘l’]

A sin(2rfot+ @) = %[ezm'fotef‘l’ — e—2ﬂifote—j<p] =




Sighaux réels et complexes

Signal réel

Un signal S(t) est dit réel s'il est défini sur I'ensemble des nombres réels,
autrement dit quand s(t) € R

Un signal s(t) estdit réalisable lorsqu’il est a la fois stable et causal. Les signaux
réels ont une existence réelle .Tout signal S$(t) réel possede les caractéristiques
suivantes :

- Energie bornée,

- amplitude bornée

- Continu temporellement

- Causal c'est adireS(t) si t <0 et S(t) #0 si t >0

Le signal S(t) = A cos2mft , A étant réel, le signal est lui-méme réel
Signal complexe

Un signal S(t) est dit complexe siil prend des valeurs complexes, autrement dit
quand S(t) €C

Le signal S()= A[cosQRmft+ @) +j sin(2mft+ @)]= A. e @™+ est un signal
complexe

Acos(wt+ @) : La partie réelle

Asin( wt+ ¢@) : La partie imaginaire

Le Module du signal est :

2

A Z 4 .
IS(t)| = \/Rg[s(t)] +I$n[s(t)]=\/[icos(wt+(p)] +[§sm(wt + @)

=g\/[cos(wt+<p)]2 + [sin( wt + @)]? = g

La phase est définie par la relation

Comme
A .
partie imaginaire ZSin(wt + @)
a = (2nft + @) = arctan — = arctan =
partie réelle Zcos(wt+ @)
2

arctan[tan (wt + @)] = arctan[tan a]




D’ou finalement

A . A .
= Z e/ 2rft+o) — ja — £ eola
S(t) 5 € S(D)| - e 5 -€

Représentation d’un signal

Soit un signal complexe :

S(t) = a(t) +jb(t) , a(t) et b(t) sont des réels

Sa représentation vectorielle OM permet d’illustrer ses propriétés
1- Représentation cartésienne

Axe des imaginaires

a = Zcosf
| Axe des réels

Cas de deux signaux réels

Soient deux signaux $,(t) et S,(t) réels, leur produit donne

Le module
1S1(0). S0 = [S1(@)[S2(®)]

L'argument

En vertu de l'expression S() = |S(t)|.e”
S:(t) =1S; ()| . e/

$,(t) =1S,(0)] . e/

$1(6).52(1) = 1S,(0).5,(O] = 1S, (OIS, ()|e*1. eJ%2 = |5, () []S,(t)|ef (“1taz).,

al$1(0). S (D] = alS;(O] + alS; (D] = aq + a;

d’ou




Cas de deux sighaux complexes

Si S(t) = a(t) +jb(t) et son conjugué S*(t)= a(t)-jb(t), ona:

Le module

1S(6).$* ()] = [S(DII$"(®)]
IS = $(0).5"()

L'argument

p[SO] = —o[s*(®)]
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